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МОДЕЛЮВАННЯ ВИПУСКУ ПРОДУКЦІЇ БЕРЕЗИНСЬКОГО КОМБІНАТУ ХЛІБОПРОДУКТІВ 
ЗА ДОПОМОГОЮ ВИРОБНИЧИХ ФУНКЦІЙ 

У статті розглянуто основні положення моделювання факторів росту продукції підприємства на базі виробничих функцій. По-
казано, що найбільш популярними в сучасних економічних дослідженнях є моделі, які узагальнені функцією з постійною еластич-
ністю заміщення (CES-функцією): лінійна, функція Кобба-Дугласа, функція Леонтьєва. Наведено їх порівняльний аналіз, критерій 
відбору найбільш адекватної моделі, важливіші економіко-математичні характеристики. Усі теоретичні аспекти проілюстровано 
на прикладі Березинського комбінату хлібопродуктів.
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Янковой В.А. МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫПУСКА ПРОДУКЦИИ БЕРЕЗИНСКОГО КОМБИНАТА ХЛЕБОПРОДУКТОВ  
С ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

В статье рассмотрены основные положения моделирования факторов роста продукции предприятия на базе производствен-
ных функций. Показано, что наиболее популярными в современных экономических исследованиях являются модели, которые 
обобщены функцией с постоянной эластичностью замещения (CES-функцией): линейная, функция Кобба-Дугласа, функция 
Леонтьева. Приведены их сравнительный анализ, критерий отбора наиболее адекватной модели, важнейшие экономико-мате-
матические характеристики. Все теоретические аспекты проиллюстрированы на примере Березинского комбината хлебопро-
дуктов.

Ключевые слова: моделирование факторов, производственные функции, эластичность замещения ресурсов.

Iankovyi V.O. MODELLING OF OUTPUT OF BEREZINO BAKERY PLANT USING PRODUCTION FUNCTIONS
The basic positions of modelling of net income growth factors using production functions considered in the article. It is shown that 

models (linear, Cobb-Douglas, Leont'yev) which are generalized by function with constant elasticity of substitution of factors (CES-func-
tion) are the most popular in modern economic research. A comparative analysis, the criterion of selecting of the most appropriate model, 
the most important economic and mathematical characteristics presented. All theoretical aspects are illustrated on a specific example 
based on the data of Вerezino bakery plant.

Keywords: modeling of factors, production functions, the elasticity of substitution of resources.

Постановка проблеми. Серед виробничих функ-
цій (ВФ), що застосовуються в процесі моделювання 
показників господарської діяльності підприємства, 
найбільш популярними є двофакторні функції, які 
описують залежність обсягу реалізованої продукції 
Y від середньої річної вартості основних виробничих 
фондів (К) і витрат на оплату праці (L): Y = f (К, L). 
Це передусім сімейство ВФ, які узагальнені CES-
функцією (від англ. абревіатури Constant Elasticity 
of Substitution) [1]. До нього належать: ВФ Кобба-
Дугласа, лінійна функція, функція Леонтьєва. Однак 
теоретико-методологічні аспекти застосування їх в 
економічних дослідженнях, вибору адекватної моделі 
впливу факторів К, L на результати виробництва Y 
виходячи із властивостей даних ВФ розроблено недо-
статньо. Немає зрозумілого пояснення, чому саме ВФ 
Кобба-Дугласа отримала найбільше розповсюдження 
в практиці моделювання.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Серед 
методів моделювання факторів росту реалізації на 
підприємствах промисловості ВФ є відносно частими 
гостями. Переважно це ВФ Кобба-Дугласа як най-
більш відома двофакторна модель залежності об’єму 
продукції від витрат капіталу і праці [2–6]. Що сто-
сується інших ВФ, узагальнених CES-функцією, то 
вони зустрічається досить рідко [7].

Виділення невирішених раніше частин загальної 
проблеми. В економічній літературі практично відсутні 
рекомендації щодо застосування сімейства ВФ, що уза-
гальнює CES-функція, на рівні підприємства. Немає 
чітких теоретичних указівок із приводу переваг і недо-
ліків певної ВФ, вибору моделі в кожній конкретній 
задачі; суттєво утруднені розрахунки невідомих кое-
фіцієнтів деяких ВФ, наприклад самої CES-функції.

Мета статті полягає у поглибленні підходів до 
моделювання факторів росту реалізованої продук-
ції підприємства на базі ВФ, знайомстві широкого 
кола економістів з аналітичними можливостями 
ВФ Кобба-Дугласа, лінійною функцією та СЕS-
функцією, з програмним забезпеченням визначення 
їх невідомих параметрів, а також в ілюстрації вказа-
них теоретичних аспектів на конкретному прикладі 
Березинського комбінату хлібопродуктів.

Виклад основного матеріалу дослідження. CES-
функція має такий вигляд: 

Y = A0[A1K–p + (1 – A1) L–p] ,])1([ 110
ррр LАKААY
γ

−
−− −+=  ,           (1)

де A0 – коефіцієнт шкали (0 < A0); A1 – коефіцієнт 
ваги фактора (0 < A1 < 1); р – параметр ВФ (-1 < р); 
γ – показник ступеня однорідності ВФ (0 < γ).

Еластичність заміщення факторів σ СЕS-функції 
визначається так:

 

.                            (2)

ВФ (1) залежно від значення параметра р узагаль-
нює інші ВФ:

1.	За р → 0 вираження (1) перетворюється у ВФ 
Кобба-Дугласа:

Y = AKαLβ,                         (3) 

де А – коефіцієнт шкали (0 < А); α, β – параметри 
ВФ (0 < α < 1, 0 < β < 1).

Еластичність заміщення факторів ВФ Кобба-
Дугласа σ = 1. 

2.	За р → -1 отримаємо лінійну функцію: 

Y – A2 = A3K +A4L,                   (4) 

де A2 – вільний член; A3, A4 – граничні продукти 
відповідних факторів виробництва (0 ≤ A3, A4). 
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Еластичність заміщення факторів лінійної ВФ 

σ = +∞. Основна її властивість полягає у тому, що 
будь-який випуск продукції забезпечується навіть 
за нульових витрат одного з факторів, тому ВФ 
(4) доречно використовувати під час моделювання 
виробництва, коли один із факторів не впливає на 
його результати, тобто знаходиться у надлишку. 

3. За р → ∞ СЕS-функція прямує до функції Леон-
тьєва: 

Y = min ,;min
21
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
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
=

c
L

c
KY  ,                     (5)

де с1, с2 – питомі витрати відповідного фактора.
Еластичність заміщення факторів ВФ Леон-

тьєва σ = 0. Функція (5) призначена для моде-
лювання строго детермінованих технологічних 
процесів, які не допускають відхилення від уста-
новлених нормативів щодо використання вироб-
ничих факторів на одиницю продукції, тому її 
застосування для моделювання показників госпо-
дарської діяльності підприємств у цілому прак-
тично не зустрічається.

ВФ (1), (3), (4) використовуються передусім для 
адекватного описання просторової варіації змінних 

Y, К, L. У разі ж часової варіації цих змінних указані 
ВФ дещо трансформуються – динамізуються.

Так, динамізована CES-функція набуває вигляду: 

.])1([
1
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 .            (6)

Тут уважається, що γ = 1, тобто ВФ є лінійно 
однорідною, а також уводиться ще один фактор  – 
так званий нейтральний науково-технічний прогрес 
із невідомим середнім темпом приросту λ, який відо-
бражає вплив на Y усіх чинників, окрім К і L (t – 
час, який приймає значення 1, 2, …, N). 

У табл. 1 наведено важливіші економіко-матема-
тичні параметри ВФ (6).

Динамізована ВФ (3), так звана ВФ Кобба-
Дугласа-Тінбергена, має вигляд: 

Y = AеλtKαLβ.                          (7)

У табл. 2 наведено важливіші економіко-матема-
тичні параметри ВФ (7).

Динамізована лінійна функція представляється 
так:

Y – A2 = λ1t + A3K +A4L.              (8)

Таблиця 1 
Основні характеристики динамізованої CES-функції 
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3.Еластичність випуску продукції, %
р

рК K
Y

А
АЕ 






=

0

1  
р

рL L
Y

А
АЕ 






−

=
0

11
 

4. Потреба у виробничих факторах
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7. Фондоозброєність, що забезпечує максимум 
випуску продукції Y
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Джерело: розроблено автором на основі [1; 7]

Таблиця 2
Основні характеристики ВФ Кобба-Дугласа-Тінбергена 

Показник К L

1. Середня віддача βαλ
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7. Фондоозброєність, що забезпечує максимум 
випуску продукції Y β

α
 

Джерело: розроблено автором на основі [1; 7]
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Оскільки лінійна функція (8) є адитивною 
моделлю економічного процесу, а CES-функція (6) і 
ВФ Кобба-Дугласа-Тінбергена (7) – мультиплікативні 
моделі, то λ1 у даному разі представляє собою серед-
ній абсолютний приріст Y за рахунок усіх чинників, 
окрім К і L. 

У табл. 3 наведено важливіші економіко-матема-
тичні параметри ВФ (8).

Оцінка невідомих коефіцієнтів λ1, A2, A3, A4 ліній-
ної функції (8) за методом найменших квадратів не 
викликає труднощів, оскільки вона здійснюється на 
основі стандартних програм регресійного аналізу, 
наприклад у редакторі Excel. Шляхом логарифму-
вання лівої і правої частин (7) ВФ Кобба-Дугласа-
Тінбергена легко перетворюється в лінійну функцію 
з можливістю подальшого застосування стандарт-
ної програми «Регресія» задля розрахунку параме-
трів λ, A, α, β. CES-функцію (6) привести до лінійного 
вигляду принципово неможливо, тому для оцінки її 
невідомих коефіцієнтів λ, A0, A1, р використовують 
наближені методи розрахунку, що потребує застосу-
вання спеціального програмного забезпечення. Саме 
відносна простота визначення невідомих коефіці-
єнтів ВФ Кобба-Дугласа-Тінбергена є її перевагою 
перед CES-функцією. Ця обставина зумовлює винят-
кову популярність ВФ (3), (7) у сучасних економіч-
них дослідженнях.

Водночас ВФ (7) і (8) мають серйозні недоліки, 
від яких вільна CES-функція. Вкажемо важливіші з 
них. Як було показано вище, еластичність заміщення 
факторів σ, яка є мірою можливості заміни праці 
капіталом і, навпаки, для ВФ Кобба-Дугласа-Тінбер-
гена завжди дорівнює одиниці, а для лінійної функ-
ції  – плюс нескінченності. Дані обмеження є дуже 
жорсткими і часто не відповідають реальній еконо-
мічній дійсності. У цьому сенсі СЕS-функція (6) має 
явну перевагу порівняно з ВФ (7) і (8): величина σ 
для неї може приймати будь-які постійні значення. 

Окрім того, легко показати, що характер залеж-
ності продуктивності праці (Y/L) від фондоозброє-
ності (K/L) у рамках даних ВФ досить різний. Для ВФ 
Кобба-Дугласа-Тінбергена і для лінійної функції при 
(K/L) → ∞ за будь-яких допустимих значень їх пара-
метрів продуктивність праці теж прагне в нескінчен-
ність. А СЕS-функція за довільних значень її пара-
метрів і за (K/L) → ∞ має верхню межу, що більш 
правдоподібно в осяжній економічній перспективі. 

У процесі моделювання випуску продукції на 
підприємстві за допомогою двофакторних ВФ перед 

дослідником завжди постають дві проблеми: 1) якій 
з трьох ВФ (6) – (8) віддати перевагу (хоча їх порів-
няння за економіко-математичними властивостями 
явно на користь СЕS-функції); 2) як оцінити параме-
три ВФ (6), якщо вибрана саме СЕS-функція. 

Передусім розглянемо наявні підходи до 
об’єктивного вибору найбільш адекватної моделі 
з трьох розглянутих у ході моделювання динаміки 
випуску продукції підприємства. Оскільки ВФ Кобба-
Дугласа-Тінбергена шляхом логарифмування лівої та 
правої частин легко перетворюється в лінійну функ-
цію, то її порівняння з ВФ (8) не викликає особливих 
труднощів. Перевагу слід віддати тій лінійній функ-
ції, яка задовольняє таку вимогу: коефіцієнт детер-
мінації R2 приймає максимальне значення за статис-
тичної значущості всіх оцінених параметрів регресії. 
Значно складніше порівняння ВФ Кобба-Дугласа-
Тінбергена і СЕS-функції. 

Дж. Кменті [8], Р. Вінн і К. Холден [9, с. 84–85] 
розділили ліву і праву частини формул (1), (3) на L, 
логарифмували знайдені результати і розклали один 
з елементів отриманої СЕS-функції в ряд Тейлора. 
Вони показали, що, по суті, відмінності між СЕS-
функцією і ВФ Кобба-Дугласа зводяться лише до чет-
вертого доданку, що стоїть у правій частині перетво-
реної ВФ (1): 

ln(Y/L) = C + DlnL + Eln(K/L) – M[ln(K/L)]2.  (9)

Тут C, D, E, M  – певні коефіцієнти, що вира-
жаються через параметри досліджуваних ВФ. При 
цьому якщо р = 0, то М = 0 і ці функції повністю збі-
гаються, тобто відбувається перехід від ВФ (1) до ВФ 
(3). Отже, перевірка статистичної надійності (зна-
чущості) коефіцієнта М у моделі (9) за допомогою 
t-критерію Стьюдента може служити об’єктивним 
підґрунтям для вибору конкретної математичної 
форми з двох розглянутих ВФ. При цьому  нульовою 
гіпотезою виступає Н0 : М = 0 проти альтернативи 
На : М ≠ 0.

На нашу думку, M. Kубініва та ін., використо-
вуючи підхід Кменти як інструмент знаходження 
первісної оцінки параметрів СЕS-функції, розробили 
найбільш удалу процедуру пошуку рішення постав-
леного завдання із заданою точністю на базі вико-
ристання ітеративного алгоритму мінімізації цільо-
вої функції залишків моделі за методом Марквардта. 
Вона знайшла своє втілення в програмі MACRO6, 
написаної на мові Бейсік [10, с. 137–149], яка досить 
легко адаптується до сучасного програмного забез-

Таблиця 3
Основні характеристики динамізованої лінійної функції 

Показник К L

1. Середня віддача 3
412 A

K
LAt

K
AY

+
+

=
− λ

 4
312 A

L
KAt

L
AY

+
+

=
− λ

 

2. Гранична віддача 3A
K
Y
=

∂
∂

 4A
L
Y
=

∂
∂

 

3. Еластичність випуску продукції, % )(: 3
41

3 A
K

LAtAEK +
+

=
λ

 )(: 4
31

4 A
L

KAtAEL +
+

=
λ

 

4. Потреба у виробничих факторах
3

412

A
LAtAYK −−−

=
λ

 
4

312

A
KAtAYL −−−

=
λ

 

5. Заміщення факторів (фондоозброєність)
)(
)(

3123

4124

KAtAYA
LAtAYA

L
K

−−−
−−−

=
λ
λ

 

6. Гранична норма заміщення факторів
4

3

А
АMRS =  

7. Фондоозброєність, що забезпечує макси-
мум  випуску продукції Y будь-яка точка прямої Y – A2 = λ1t + A3(K +L)

Джерело: розроблено автором 
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печення за допомогою макросів редактора Excel. За 
підсумками розрахунків на екран виводяться: кіль-
кість здійснених ітерацій, шукані коефіцієнти A0, 
A1, параметри λ, σ, а також їх стандартні похибки, 
cкоригований коефіцієнт детермінації R2, сума ква-
дратів регресійних залишків RSS, критерій Дарбіна-
Уотсона DW. 

 Проілюструємо вказану процедуру за інформа-
цією статистичної звітності Березинського комбінату 
хлібопродуктів за 2007–2015 рр. [11]. У результаті 
логарифмування вихідних даних і побудови моделі 
(9) отримане таке значення t-статистики Стьюдента 
для коефіцієнта М: 0,87408; р-значення – 0,42206. 
Оскільки р-значення 0,422 >> 0,05, то нульова 
гіпотеза Н0 : М = 0 не відхиляється. Приходимо до 
висновку, що емпіричні дані, які характеризують 
динаміку реалізованої продукції на досліджуваному 
підприємстві, будуть точніше змодельовані на базі 
ВФ Кобба-Дугласа-Тінбергена (7) і лінійної функції 
(8), ніж за допомогою СЕS-функції (6). 

Розрахована ВФ Кобба-Дугласа-Тінбергена пред-
ставляється так:

 Y = 2177161,258е-0,339tK-2,531L2,154.          (10)

Її логарифмічна частина статистично значуща 
(розрахункове значення F-критерію Фішера дорів-
нює 54,60); коефіцієнт детермінації  – R2 = 0,970; 
стандартна помилка – 0,0995.

Лінійна функція має вигляд: 

Y – 9254,692 = -417,324t – 2,972K + 4,137L. (11) 

Вона теж статистично значуща (розрахункове зна-
чення F-критерію Фішера 31,05); коефіцієнт детер-
мінації – R2 = 0,949; стандартна помилка – 948,64.

Звернемо увагу на той факт, що в обох моделях 
(10), (11) коефіцієнти за фактору К (основні засоби) 
зі знаком «мінус». Це свідчить про те, що побу-
довані ВФ не належать до неокласичних, а також 
про те, що на Березинському комбінаті хлібопро-
дуктів даний виробничий чинник негативно впли-
вав на реалізацію продукції підприємства за період 
2007–2015 рр.: підвищення середньої річної вартості 
основних засобів на 1 тис. грн. викликало падіння 
реалізації в середньому на 2,972 тис. грн. (коефіці-
єнт A3 лінійної функції), а ріст даного показника на 
1% приводив до зниження реалізації в середньому 
на 2,53% (коефіцієнт α ВФ Кобба-Дугласа-Тінбер-
гена). Коефіцієнт A4 лінійної функції показує, що 
зростання оплати праці на 1 тис. грн. забезпечувало 
середній щорічний ріст реалізованої продукції під-
приємства на 4,137  тис.  грн. А підвищення даного 
показника на 1% приводило до зростання реаліза-
ції в середньому на 2,15% (коефіцієнт β ВФ Кобба-
Дугласа-Тінбергена). 

При цьому всі інші фактори, крім К, L, негативно 
впливали на зміну Y: середнє щорічне зниження реа-
лізації на Березинському комбінаті хлібопродуктів 
за досліджуваний період становило 417,324 тис. грн. 
(коефіцієнт λ1 моделі (11)), або у відносному вира-
женні – майже 34% (коефіцієнт λ моделі (10)). 

Висновки. Теоретичні аспекти моделювання фак-
торів росту продукції підприємства, що були викла-
дені в основній частині статті, повністю підтвер-
дилися емпіричними розрахунками. Статистичний 
критерій вибору між ВФ Кобба-Дугласа-Тінбергена і 
СЕS-функцією працює досить надійно, а ітеративна 
процедура оцінки невідомих коефіцієнтів СЕS-
функції добре зарекомендувала себе під час моде-
лювання реалізації продукції підприємства [12; 13]. 
Однак слід пам’ятати, що достовірність висновків за 
даним критерієм сильно залежить від довжини ряду 
динаміки N. На коротких рядах (N < 10) потуж-
ність критерію низька і його використання може 
привести до помилки другого роду – невідхилення 
нульової гіпотези Н0 : М = 0, коли справедлива аль-
тернатива.
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